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 مقدمه

در پروژه های ابتدایی در مورد بیضوی به طور مشروح تری بحث شد. بیضوی بهترین برازش شکل  هندیکی بکه    

د برآورد بسیار نزدیلی از یطح واقعی زمین را به ما نمایش دهد. تعیین موقیت روی یطح زمین ایت که میتوان

 بیضوی نیز یلی از پر کاربرد ترین اعمالی ایت که روی بیضوی انجام میپذیرد.

در یال های دور یلی از اصلی ترین اهداف تشلی  شبله های ژئودتیک و تعیین موقعیکت روی بیضکویت تهیکه    

حال حاضر نیز تهیه نقشه ها در ابعاد و مقیاس های مختلف تا اندازه زیادی به مختصات ژئودتیکک  نقشه بود. در 

 وابسته ایت.

اما با گذشت زمان نیاز به این مختصات و تعیین موقعیت روی بیضوی نسبت به گذشته بیشتر شکد و در ککاربرد   

مکورد توجکه قکرار گرفکت. تعکدادی از      های بیشتری ایتفاده از تلنیک های اندازه گیری مختصات روی بیضوی 

کاربرد های مختصات ژئودتیک شام  تعیین مکرز هکات مکدیریت شکهریت پکروژه هکای مهندیکیت هیکدروگرافیت         

 اکولوژیت ارزیابی بلایای طبیعی مث  زلزله و ... ایت.

طولت زاویه  تلفبا ایتفاده از مشاهدات مخ تعیین موقعیت روی بیضوی تلنیک در این پروژه نیز به بهره گیری از

خواهیم پرداخت. هدف از انجام ایکن  قائمت زاویه افقیت آزیموتت خط مبنا و مشاهدات مربوط به تعیین مختصات 

پروژه یرشلنی شبله های یه بعدی و برآورد مختصات کارتزین یه بعدی نقاط شبله و تعیین موقعیت آنها بر 

 روی بیضوی با ایتفاده از روش کمترین مربعات ایت.

 عيين تعداد مشاهدات، مجهولات و درجه آزاديت

برای اینله بتوان مسئله کمترین مربعات را ح  کرد باید در ابتدا تعداد مجهولات و معادلات را به دیت آورد. بکا  

ایتفاده از آنها به تعیین درجه آزادی پراخت. در صورتی که درجه آزادی بزرگتر از صفر شدت مسکئله قابک  حک     

 بله ژئودزیت تعداد معادلات و مجهولات به شرح زیر ایت:ایت. در این ش



 مجهولاتتعداد . 1

  30برابکر   تعداد مجهوولات نقطه ایت که مختصات همه آنها مجهول ایت. بنکابراین   10شبله دارای 

 ایت.

 تعداد مشاهدات. 2

  : 60مشاهدات طول مای 

  :60مشاهدات زاویه قائم 

  :62مشاهدات زاویه افقی 

 1: مشاهده آزیموت 

  :54مشاهدات خط مبنا 

  :3مشاهده موقعیت نقطه اول 

 ایت. 240مجموعا تعداد مشاهدات یا به بیان بهترت تعداد معادلات مربوط به مشاهدات برابر 

 درجه آزادي. 3

 اد معادلات. بنابراین:درجه آزادی برابر ایت با تفاض  تعداد مجهولات از تعد

𝐷𝑓 =  240 − 30 =  210 

 يه براي مجهولاتیافتن مقادیر اول

برای ح  مسئله کمترین مربعات غیر خطی نیاز ایت تا مقادیر اولیه برای مجهولات را یافت. بکه ایکن منرکور از    

 مختصات معلوم نقطه اول و مشاهدات خط مبنا ایتفاده میلنیم.

 همشککاهد درایککن را در نرککر بریریککد. 4 و 1 دونقطککه بککه مربککوط مبنککا خککط مشککاهده اولت یککطربککرای مثککال 

Δ𝑥14 Δ𝑦14 Δ𝑧14 یک نقطه موقعیت هم موقعیت مشاهده در .ایت شده داده ما به (𝑥1 𝑦1 𝑧1) داده مکا  به 

 .(𝑥4 𝑦4 𝑧4)د کر محایبه را 4 نقطه موقعیت توان می مبنا خط معادلات به باتوجه. تای شده



 تشکيل ماتریس طرح

ن مربعات یلی از گام های اصلیت تهیه ماتریس طرح ایت. با توجکه بکه قسکمت    برای ح  مسئله به روش کمتری

خواهکد بکود. بنکابراین در ادامکه بکه       𝐴240×30دارای ابعاد قبلی و تعیین تعداد مشاهدات و مجهولاتت ماتریس 

 تشلی  این ماتریس خواهیم پرداخت.

 . ماتریس طرح مشاهدات طول1

 زیر ایت: رابطه مربوط به طول مای  به شرح

S =  √(x2 − x1)2 +  (y2 − y1)2 +  (z2 − z1)2 

همانطور که مشاهده میشود این مشاهده غیر خطی بوده و برای به دیت آوردن مولفه های ماتریس طرح بکرای  

اده از آنت باید از رابطه آن بر حسب مجهولاتت یعنی مختصات نقاط اول و دوم مشتق گرفت. ایکن ککار بکا ایکتف    

رابطه های داده شده برای مشتقات املان پذیر ایت. بنابراین در نهایت مقادیر به دیت آمده برای قرار دادن در 

 درایه های ماتریس طرح برای طول افقی به شرح زیر ایت:

𝐴 =  [𝑔31, 𝑔32, 𝑔33] 

ه گیری شود. به این صورت ککه بکرای   مقادیر ذکر شده باید برای هر دو مختصات دخی  در یک طول مای  انداز

 مختصات نقطه دومت مقادیر درایه های ماتریس دقیقا قرینه شده و در ملان مربوط به خود قرار میریرد.

کمک گرفت. به این صورت که درایه  Sماتریس در تعیین اینله کدام طول مربوط به کدام مختصات ایت باید از 

 دیسشان ذخیره میشود تا در ادامه از آن ایتفاده شود.هایی که دارای مقادیر طول هستندت ان

 . ماتریس طرح مشاهدات زاویه قائم2

 60هر جا مشاهده طول داریمت در همان جهت مشاهده زاویه قائم را نیز اندازه گیری کرده ایم. به همکین یکبب   

 :مشاهدات زاویه از رابطه زیر قاب  محایبه ایت عدد مشاهده زاویه قائم نیز داریم.

𝛽𝐴𝐵 = sin−1(
𝑐𝑜𝑠𝜑𝐴 𝑐𝑜𝑠𝜆𝐴 Δ𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝐴 𝑠𝑖𝑛𝜆𝐴 Δ𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝐴 Δ𝑧

√Δ𝑥2 +  Δ𝑦2 + Δ𝑧2
) 



 پس از گرادیان گیریت مقادیر زیر را در ماتریس طرح قرار میدهیم.

𝐴 =  [𝑔21, 𝑔22, 𝑔23] 

برای مشاهدات زاویه قائم نیز مانند مشاهدات طول مای  دو نقطه دخی  هستندت باید دو یری از درایه های بکالا  

 را در ماتریس طرح قرار داد.

بکه   λ تϕلازم به ذکر ایت که برای به دیت آوردن مقادیر مشخص شده در بالات میبایسکت مقکادیر اولیکه بکرای     

 مقادیر از نمودار داده شده در شل  زیر ایتفاده میلنیم. دیت آوریم. برای به دیت آوردن این

 

 مقادیر ایتفاده شده به عنوان مقادیر اولیه عرض و طول جغرافیایی نقاط مجهول به شرح زیر ایت:

𝜙0   =  (
𝜋

180
) ∗ [35.65 35.7 35.75 35.8 36.4 36.25 36.2 36.75 36.75 36.8] 

λ0 =  (
𝜋

180
) ∗ [46.25 46.75 47.2 47.75 46.2 46.8 47.35 46.25 46.75 47.3] 

 



 . ماتریس طرح مشاهدات زاویه افقي3

مشاهدات زاویه افقی نیز از جمله مشاهدات غیر خطی هستند. این مشاهدات از تفاض  دو آزیموت در دو جهکت  

مقادیر مربوط بکه  به دیت میایند. به همین دلی  باید با ایتفاده از مشاهدات گرادیان داده شدهت برای دو جهت 

 به ماتریس طرح را محایبه میلنیم.

 آورده شده ایت.  Horizontal Angleکد این قسمت در قسمت مربوط به 

 . ماتریس طرح مشاهده آزیموت4

 یک عدد مشاهده آزیموت داریم. رابطه مربوط به آزیموت به شرح زیر ایت:

αAB =  tan−1( 
−𝑠𝑖𝑛(𝜆1) ∗ (𝑥2 − 𝑥1) + 𝑐𝑜𝑠(𝜆1) ∗ (𝑦2 − 𝑦1)

(−𝑠𝑖𝑛(𝜙1) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜆1) ∗ (𝑥2 − 𝑥1) − 𝑠𝑖𝑛(𝜙1) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝜆1) ∗ (𝑦2 − 𝑦1) + 𝑐𝑜𝑠(𝜙1) ∗ (𝑧2 − 𝑧1))
 )   

 

همانطور که مشاهده میشودت این رابطه غیر خطی ایکت و بکرای بکه دیکت آوردن درایکه هکای مکاتریس طکراح         

ت مقکدار  gبا ایتفاده از روابط گرادیان گیری ختصات گرادیان گیری کنیم. میبایست از آن بر حسب مولفه های م

 متنایب با این مشاهده را در ماتریس طرح قرار میدهیم.

 . ماتریس طرح مشاهدات خط مبنا5

معادله برای خط مبنا داریم که هر یک از  18ایت.  zو  yت xمشاهدات خط مبنا دارای یه معادله برای اختلاف 

 مشاهده خط مبنا داریم.  54ن یه معادله به ما میدهد. بنابراین در مجموع مشاهدات آ

Δ𝑥12 =  (x1 − x2) 

 راحتی میتوان از آنها مشتق گرفت.همانطور که مشاهده میشودت این مشاهدات خطی هستند و به 



 . ماتریس طرح مشاهده موقعيت6

لومات مسئله آورده شده ایت. اما مختصات این نقطه مختصات نقطه اول برآورد شده ایت و به عنوان یلی از مع

را نیز باید دوباره برآورد کرد. به همین منرور یه معادله مربوط به مولفه های مختصات ایکن نقطکه آورده شکده    

ایت که در جکای صکحیح خکود در مکاتریس      1ایت. گرادیان این معادلات نسبت به مولفه های مختصاتت برابر 

 .قرار میریرد Aطرح 

 تشکيل بردار مشاهدات

برای ح  مسئله کمترین مربعات غیر خطی میبایست اختلاف مشاهدات را داشته باشیم. این اختلاف متشل  از 

 تفاض  دو بردار مشاهدات داده شده و مشاهدات برآورد شده ایت.

دارند. برای به دیکت   بیشتر مشاهدات داده شده در ماتریس هایی که به عنوان داده در نرر گرفته شده بودت قرار

آوردن بردار مشاهدات برآورد شده از رابطه داده شده برای هر نوع معادله ایتفاده شد. بردار اخکتلاف مشکاهدات   

 ذخیره شد. delta_Lدر برداری با نام 

 وزن ماتریستشکيل 

را داشته باشیم و  کواریانس هر یک از مشاهدات-برای تشلی  ماتریس وزن نیاز ایت تا در ابتدا ماتریس واریانس

یپس آن را معلوس کنیم تا ماتریس وزن حاص  شود. شماتیلی از ماتریس وزن هر یک از مشاهدات در ادامکه  

 آورده شده ایت.

روی قطر اصلی آن اعداد ایت که  60مشاهدات طول: ماتریسی مربعی با ابعاد  .1
1

(
1

100
)

2
 وجود دارند. 

4.25ایت که روی قطر اصلی آن اعداد  60ی با ابعاد مشاهدات زاویه قائم: ماتریسی مربع .2 × وجود  1010

 دارد.

4.25ایکت ککه روی قطکر اصکلی آن اعکداد       62مشاهدات زاویه افقی: ماتریسی مربعی با ابعاد  .3 × 1010 

 وجود دارد.



4.25ایت که روی قطر اصلی آن عدد  1مشاهده آزیموت: ماتریسی مربعی با ابعاد  .4 ×  وجود دارد. 1010

مشاهدات خط مبنا: خط مبنا علاوه بر واریانست بین مشاهدات خود وابستری نیز دارد که باعث میشکود   .5

مشاهده خط مبنا دارای یک  18کواریانس بین مشاهدات وجود داشته باشد. به همین دلی  هر یک از  تا

 ذخیره شده ایت. Qهستند. این ماتریس با نام  3×3کواریانس -ماتریس واریانس

ه تعیین موقعیت: آخرین مشاهدهت مشاهده تعیین موقعیت برای نقطکه اول ایکت. ایکن مشکاهده     مشاهد .6

میشود. روی قطر اصکلی ایکن مکاتریس     3×3دارای یه معادله ایت که باعث یاخته شدن یک ماتریس 

 وجود دارد. 0.012و روی درایه های دیرر ماتریس اعداد  0.042اعداد 

 میباشد. 240×240  از ماتریس های توضیح داده شده در ادامه ایت که ابعاد آن در نهایت ماتریس وزن متشل

 حل مسئله کمترین مربعات

مسئله کمترین مربعات غیر در ادامه با ایتفاده از ماتریس طرحت ماتریس وزن و ماتریس مشاهداتت اقدام به ح  

 م.برای ح  از رابطه زیر ایتفاده میلنی خطی به صورت تلراری میلنیم.

∆𝑋 = (𝐴𝑇𝑊𝐴)−1 (𝐴𝑇𝑊∆𝐿) 

پس از این مرحله اقدام به آپدیت کردن مقادیر مربوط به مجهولات میلنیم. پکس از بکه روز ریکانی مجهکولاتت     

 دوباره فرآیند توضیح داده شده رات این بار با مختصات جدید به دیت آمده برای مجهولات ادامه میدهیم.

 شود. 9−10ه میدهیم که دقت مشاهدات بیشتر از این چرخه را تا جایی ادام

مختصات کارتزین به دیت آمده برای مجهولاتت پس از برآورد آنها با ایتفاده از مسئله کمترین مربعات به شرح 

 زیر ایت.

NO. of 

Station 
X Y Z ∆x ∆y ∆z 

1 3586785.99 3749043.74 3699770.16 
5.69E-18 -1.73E-18 1.91E-18 

2 3550727.69 3776848.78 3706977.47 
8.86E-11 1.05E-10 -1.46E-10 

3 3519810.66 3803270.56 3709390.07 
5.52E-11 -2.19E-10 -4.10E-11 



4 3483128.49 3836172.94 3710183.04 
1.85E-10 2.04E-10 1.13E-10 

5 3558471.94 3716141.43 3759638.82 
1.99E-10 -6.61E-11 -5.37E-12 

6 3528570.83 3756357.11 3748769.32 
-1.57E-10 -3.29E-11 6.00E-11 

7 3495192.78 3788676.25 3747002.68 
-9.28E-11 9.71E-11 -1.80E-10 

8 3536798.72 3697314.02 3797737.49 
1.92E-10 6.75E-11 -2.32E-11 

9 3506447.85 3726173.55 3798860.42 
1.68E-10 2.95E-11 1.08E-10 

10 3468083.39 3759317.23 3801759.86 
2.47E-11 1.55E-10 2.97E-11 

 تبدیل مختصات کارتزین به ژئودتيک

تبدی  به طول و عرض ژئودتیک  ecef2geodeticدر این مرحله مختصات برآورد شده را با ایتفاده از تابع متلبی 

 میلنیم. این مختصات در ادامه آورده شده اند.

NO. of 

Station 
Latitude Longitude 

1 35.67373611 46.26709167 

2 35.75085827 46.76752497 

3 35.77780272 47.2166833 

4 35.78640833 47.76150553 

5 36.33969996 46.24163057 

6 36.21489722 46.79095003 

7 36.19719721 47.3073278 

8 36.76881667 46.27110831 

9 36.77667222 46.74009999 

10 36.80785834 47.30753049 

 


